
 

單元 21：統計推論 
 

特定目標： 

1. 從一隨機樣本中估計總體的平均值。  

2. 認識一已知方差的常態分佈的總體平均值的置信區間。 

3. 認識 I 型及 II 型誤差。 

 
內容  

時間  
分配  教學建議  

21.1 基本概念 4  教師須介紹以下名詞：總體、樣本、隨機樣本、總體參數及樣本統計等。 
 
例一 
某種植物的高度為常態分佈，平均值為 20 cm，標準差為 8 cm。學生應知道一包含 10 棵

該種植物隨機樣本的平均值亦為一正態分佈，且平均值為 20 cm，標準差為 8
10

 cm。

 
例二 
已知 3% 的燈泡會在運送途中損毀。現運送 1 000 個燈泡，求多於 5% 的燈泡損毀的
概率。在這個例子中教師可引導學生考慮損毀燈泡的數目 x 。而 X 是一二項分佈，即 X
~ B(1 000, 0.03)。這分佈近似常態分佈，即 X ~ N((0.03)(1 000), (1 000)(0.03)(0.97))。
學生不難理解所求的概率等於 P(X > 49.5)。另外，教師亦可引用樣本比例的概念： 

 s
XP
n

= ，它的分佈近似 

  ~ ,  s
pqP N P
n

 

 

，其中 1q p= −  

此時所求概率等於 ( )0.0495sP P ≥ 。 
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21.2 利用隨機樣本估計總體平均
值 

5  在這階段，教師應介紹利用樣本統計去估計總體未知參數的概念，教師可舉例作示
範：例如利用樣本平均值 x  去估計總體平均值 µ 等。教師須指出，同樣的參數可有不
同的樣本統計作估計量。例如樣本平均值、中位數和眾數等，均可用作總體平均值的估計

量。因此，學生須知道，估計總體參數 (β) 的估計量很多，但最佳估計量 (b) 須具備以
下兩個條件： 
(1) 無偏性，即 ( )E b = β  及 
(2) b 的方差為最小。 
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例一 
設總體的平均值為 µ，方差為 σ2

、X1、X2、X3 為隨機樣本。 

令 1 2 3
1 3

X X X
T

+ +
= 、 1 2

2
2

3
X X+

=T 、 1 2
3

2 3
3

3X X X+ +
=T 。 

T1、T2 及 T3 均為 µ 的估計量。 
學生不難計算得 µ 的無偏估計量為 T1 及 T2 而 T1 為 T1、T2 及 T3 三者之中的最佳估
計量。 
 
例二 
兩個大小為 n 及 3n 的隨機樣本分別取自兩個常態分佈。前者的平均值為 µ，方差為 σ2

。

後者的平均值為  3µ，方差為 3σ2
。若 1X  及 2X  分別為兩者的樣本平均值，且

3a b 1+ = ，試證明 1aX bX+ 2  為 µ 的無偏估計值。 
 
學生須知道樣本平均值 x  是總體平均值的最有效估計量。但是，他們無須知道上述性質
的證明。 
 
例三 
以下 7 個樣本均取自一隨機樣本： 
9.30, 9.61, 8.27, 8.90, 9.14, 9.90, 9.10 
總體平均值的最有效估計為 

9.30 9.61 9.10 9.17
7

x
n
∑ + + +

= ≈
…  

 
例四 
設一顆不公正骰子擲出「6」的概率為 p。小平欲試驗 p 的值，於是將骰子投擲 100 次
並紀錄得出現「6」的次數為 20。小惠獨立地進行同一試驗。她將骰子投擲 200 次並紀
錄得到 50 個「6」的出現次數。學生須懂得利用公式  計算小平和小惠所求得

p 的估值。對於能力較高的學生，教師可引導他們利用合併方法改善兩人所得的估值。 (p

的合併估計值可以由公式 

( )sE P p=

11 2

1 2
ˆ s sn P n P
p

n n
+

=
+

2  求出) 

 內容  
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 內容  
時間  
分配  教學建議  

136 

21.3 已知方差的常態分佈的平均
值的置信區間 

6  教師應指出，總體參數區間估計是建立一區間使它包含未知參數的概率等於一規定數
值。學生須認識 95% 及 99% 置信區間為常用置信區間。 
 
教師須示範如何在已知方差 σ2 的情況下，利用置信區間來估計常態分佈的平均值。學生

應了解當樣本數目為 n 時，樣本平均值 X 為常態分佈，其平均值為 µ，方差為 
2

n
σ
。經

標準化後，
X

n

Z − µ
=

σ
 且 Z ~ N(0, 1)。學生該知道，N(0, 1) 的中央 95% 數據位於 ±1.96 

之間，即 ( 1.96 1.96) 0.95X

n

− µ
− ≤ ≤ =

σ
P  或 ( 1.96 1.96 ) 0.9P X X

n n
σ σ

− ≤ µ ≤ + = 5

因此，當 x  為 X  的函數值時，  

 1.96 , 1.96X X
n n
σ σ 

− +
 

  為 µ 的一個 95% 置信區間。 

 
例一 
12 個樣本的質量 ( 以 g 作單位 ) 為  
200, 204, 196, 198, 210, 189, 197, 221, 205, 203, 196, 199  
若這些樣本取自一標準差為 10 g 的正態分佈，試計算平均質量的 95% 置信區間。 
 
例二 
一部機器生產 10 000 件物品，其 300 件不合規格。當計算不合規格概率 p 的 95% 置

信區間時，教師須引導學生以 300
10 000

 作為 p 的估值，又以 

300 9 700
10 000 10 000

10 000

 
 
 



  為

pq
n

 的估值。 

利用近似分佈  ~ ,  s
pqP N P
n

 

 

，學生可用同樣方法解決這類問題。 
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21.4 假設被驗 6  教師可以利用生活上的例子來介紹假設檢驗的概念，例如抽取一些樣本來決定某種燈
泡的平均壽命是否不少於 2 000 小時等。教師應清楚解釋及舉例說明「零假設」、「備擇
假設」、「顯著性水平」等名詞及它們的常用符號，(即 H0、H1 及 α)。此外，學生亦須
認識「臨界點」、「臨界域」、「接受區域」及「否定區域」等名稱。以下是一些典型例

子。 
 
例一 
由一部機器生產的鐵釘長度為常態分怖，方差為 0.26 mm2

。原先設定機器生產出來的鐵

釘長 30 mm。最近懷疑機器出現故障，經抽取 50 個樣本發現機釘的平均長度為 30.2
mm。 
(a) 以 5% 的顯著性水平，檢驗鐵釘長度的平均值為 30 mm 這一假設是否真確。 
(b) 以 5% 的顯著性水平，檢驗鐵釘的長度的平均值是否大於 30 mm。 
 
 教師可與學生討論如何設定問題 (a) 及 (b) 的備擇假設，從而導出單尾檢驗及雙尾檢
驗的概念如下： 
 
(a) 雙尾檢驗 
 

 

 內容  
時間  
分配  教學建議  

 
接受區域 

 
否定區域  

否定區域 

現時 µ0 = 30,



 內容  
時間  
分配  教學建議  

   (b) 單尾檢驗 

  
   例二 

某種牌子的狗隻罐裝食

子。現隨機抽出 200 隻
試檢驗製造商所宣傳的

在這例子中，教師須

 ~ ,  s
pqP N P
n

 
 
 

。 
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21.5 I 型及 II 型誤差 6  當學生已熟習假設
結果： 
 

 真實情況 

1. H0 為真 

2. H0 為真 

3. H0 為假 

4. H0 為假 
 
 

域

 
 
 
 
 
 

 內容  
時間  
分配  

    學生容易發覺： 
  P(I 型誤差) =
 及 
  P(II 型誤差) 
 
以下是一些典型的例子

 
例一 
已知一個箱子載著 (H0

驗 H0 及 H1 這兩個假
是黑球，我們便接受假

在此例中，學生應利用

 
例二 
現將一些材料混合，製造

少於 1 800 N 的重力時
N。 現抽取一些樣本檢
 H0： µ = 2 000 N
 H1： µ = 1 800 N
試求樣本數目，使  
 P(I 型誤差 ) = 0.0
 P(II 耳目誤差 )=0
 
例三 
以一個質量 10 kg 的樣
態分佈，且標準差為 0
(a) 試說明應檢驗的假

   
 
 

  
接受區
 

物製造商宣稱在各種同類食物中，75% 的幼犬喜愛他製造的一種牌
幼犬，發現 135 隻選擇這牌子的食物。以 5% 的顯著性水平，
真確性。 
指出幼犬的百分率可視作成功比例  Ps，且它的分怖近似

檢驗的運作後，教師可引導學生達至如下表所列的四個可能發生的

檢驗結果 備註 

接受 H0 正確決定 

否定 H0 產生 I 型誤差 

接受 H0 產生 II 型誤差 

否定 H0 正確決定 

否定區域 

教學建議  

 P(否定 H0 | H0 為真) 

= P(接受 H0 |H0 為假)。  

： 

) 10 個白球和 90 個黑球或 (H1) 50 個白球和 50 個黑球。為了檢
設，從箱子中抽出 4 個球 (抽出的球不放回箱中)。若抽出的全部
設 H0，否則否定 H0。 
上面的關係求得觸犯 I 型及 II 型誤差的概率。 

出能承受 2 000 N 重力的混凝土。若製造出來的混凝土只能承受
我們便須改變材料的成份。已知混凝土的承受力的標準差為 200 
驗以下兩假設 

 
 

5  
.1 

本，檢驗一量重器的刻度 25 次。設每次檢驗結果是互相獨立的常
.200 kg。設 µ 為量重器的真實讀數。 
設。 



 內容  
時間  
分配  教學建議  

    
(b) 若發現 10.1032x ≥  或 9.8968x ≤ ，我們便須將量重器更換刻度。試求在無必要的

情況下，更改刻度的概率，並說明所產生的誤差名稱。 
(c) 試分別就 µ = 10.1 及 µ = 9.8 的情況，在無必要的情況下更改刻度的概率，並說明
所產生的誤差名稱。 

 
  27  
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